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Аннотация. В статье рассмотрена цилиндри-
ческая двухслойная оболочка, подверженная 
действию продольной сжимающей силы. В ка-
честве расчетной схемы принята неоднородная 
цилиндрическая двухслойная оболочка конеч-
ной длины, состоящая из стальной трубы и за-
щитного железобетонного слоя. На основании 
использования допущений полубезмоментной 
теории оболочек получено уравнение движения 
оболочки в усилиях и перемещениях. C учетом 
допущений полубезмоментной теории цилин-
дрических оболочек сформирована и решена 
система дифференциальных уравнений, получе-
но решение по определению частоты свободных 
колебаний с учетом влияния внутреннего рабо-
чего давления, неоднородного давления грунта 
на стенку трубы и продольной сжимающей силы.

Abstract. The article considers a cylindrical two-
layer shell subjected to a longitudinal compressive 
force. An inhomogeneous cylindrical two-layer 
shell of finite length, consisting of a steel pipe and 
a protective reinforced concrete layer, was adopted 
as the calculation scheme. Based on the use of the 
assumptions of the theory of shells by Vasiliy Z. 
Vlasov, the equation of motion of the shell in efforts 
and displacements was obtained. A system of 
differential equations has been formed and solved 
taking into account the assumptions of this theory 
of cylindrical shells, the solution for determining the 
frequency of free vibrations taking into account the 
effect of internal working pressure, inhomogeneous 
ground pressure on the pipe wall and a longitudinal 
compressive force has been obtained.
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Введение
Двухслойные композитные трубопроводы, 

состоящие из стальной трубы, покрытой особо 
тяжелым железобетоном, являются современ-
ным решением, позволяющим, благодаря высо-
кой коррозионной стойкости, высокой жесткости 
и собственному весу, прокладывать магистрали в 
зонах сезонного подтопления участков с много-
летнемерзлым грунтом, в болотистой местности 
и местах пересечения рек и озер. Такие трубо-
проводы являются наиболее эффективными для 
многолетней эксплуатации за счет снижения 
затрат на капитальный и местный ремонт. Про-
тяженность таких магистралей может достигать 
тысячи километров, а значит, их эксплуатация 
осуществляется в грунтах с различными физико-
механическими свойствами и при разной темпе-
ратуре окружающей среды, что может вызывать 
действие продольной силы, которая, в свою оче-
редь, отрицательно влияет на работу конструк-
ции. Именно поэтому вопрос их жесткости инте-
ресен и актуален для исследования. 

На данный момент расчет магистральных тру-
бопроводов ведется согласно СП 36.13330.20121 с 
позиции стержневой теории, в соответствии с ко-
торой тонкостенная труба не является стержнем, 
если диаметр трубопровода превышает 1 000 мм. 
В связи с этим расчет таких трубопроводов нуж-
но вести с позиции тонких оболочек [1–10]. Для 
корректного расчета необходимо учитывать де-
формацию поперечного сечения трубы, влияние 

внутреннего рабочего давления и продольной 
сжимающей силы, что не охватывают известные 
решения по стержневой теории.

Объект и методы исследования
Объектом изучения являются тонкостенные 

магистральные трубопроводы, уложенные в об-
водненный грунт диаметром свыше 1 000 мм, па-
раметр тонкостенности определяется отношени-
ем толщины стенки к радиусу h/R. Практический 
интерес представляют трубы с соотношением 
толщины стенки к радиусу от 1/20 до 1/50, имен-
но при этом соотношении трубопровод работает 
как тонкостенный элемент, а не как тонкая обо-
лочка. Это было доказано в работах [2, 9, 10].

Предметом исследования являются сво-
бодные колебания трубопроводов ω. Исходя из 
[6, 9, 10], наименьшими частотами являются ω21, 
при которых происходит образование одной 
полуволны в продольном направлении и двух в 
окружном, что соответствует оболочечной фор-
ме колебаний. В критическом состоянии проис-
ходит потеря устойчивости трубопровода, со-
провождаемая местным смятием поперечного 
сечения. Потеря устойчивости, как правило, вы-
зывается действием продольной сжимающей 
силы, природа появления которой весьма разно-
образна (смещение опор, тепловое воздействие, 
просадка грунта).

В статье использованы современные анали-
тические методы строительной механики и ма-

2 СП 36.13330.2012. Магистральные трубопроводы =Trunk pipelines : Актуализированная редакция СНиП 2.05.06-85* : 
издание официальное :  утвержден приказом Федерального агентства по строительству и жилищно-коммунальному 
хозяйству (Госстрой) от 25.12.2012 № 108/ГС : дата введения 01.07.2013 / исполнители : открытое акционерное обще-
ство «Инжиниринговая нефтегазовая компания – Всесоюзный научно-исследовательский институт по строительству и 
эксплуатации трубопроводов, объектов ТЭК», открытое акционерное общество «Акционерная компания по транспор-
ту нефти «Транснефть», общество с ограниченной ответственностью «Научно-исследовательский институт природных 
газов и газовых технологий», общество с ограниченной ответственностью «Научно-исследовательский институт транс-
порта нефти и нефтепродуктов» и открытое акционерное общество «Институт по проектированию магистральных тру-
бопроводов». – Москва : ФАУ «ФЦС», 2013. – Текст : непосредственный. 
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(1)

тематики. Решения основаны на методике, пред-
ложенной В. З. Власовым, В. В. Новожиловым, 
В. П. Ильиным и другими учеными.

Результаты 
В качестве расчетной схемы принимаем не-

однородную цилиндрическую двухслойную обо-
лочку конечной длины L (рис. 1, 2), состоящую из 
стальной трубы толщиной h2 (слой 2) и защитного 
железобетонного слоя толщиной h1 (слой 1), тог-
да реакция упругого отпора грунта qгр, проявля-
ющаяся в процессе деформации поперечного 
сечения, может быть представлена в виде:

где k – коэффициент упругого отпора,
α1, α2  – коэффициенты, зависимые от типа грунта, 
принимаются экспериментальным способом.

Уравнение движения в усилиях будет иметь 
вид:

(2)

где   – безразмерные продольные и 

окружные координаты,
M2 – изгибающие моменты в окружном направ-
лении,

– инер-

ционные силы в продольном, окружном и тан-
генциальном направлениях,

Рис. 1. Реакция упругого отпора грунта
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где  – приведенная плотность материала

слоев оболочки,

  –   усредненный удельный вес,

– радиусы кривизны оболочки в дефор-
мированном состоянии (индекс 1 – продольное 
направление, индекс 2 – окружное), 
p0 – внутреннее давление.

Для решения задачи необходимо перейти к 
уравнению движения оболочки в перемещениях, 
для этого будем использовать основные допуще-
ния полубезмоментной теории оболочек. Исходя 
из них, соотношения усилий с деформациями за-
пишутся в виде [1, 2, 6]:

(3)

где T1 – продольные нормальные усилия,
M1 и M2  – изгибающие моменты в продольном 
и окружном направлениях соответственно, 

– кривизна.

Относительная деформация в продольном на-
правлении рассчитывается следующим образом:

(4)

где  при этом  – приве-

денный модуль  упругости на растяжение/сжатие, 
F – продольная сила. 

Природа появления продольной сжимаю-
щей силы весьма разнообразна, она может быть 
следствием смещения опор, температурных де-
формаций, просадки грунта. 

В дальнейшем будем рассматривать влияние 
продольной силы через безразмерный параметр

 где Fэ – Эйлерова сила.

Приведенные жесткости на растяжение/сжа-
тие (B) и изгиб (D) представим в виде:

(5)

(6)

где E1 и E2 – модуль упругости бетона и стали со-
ответственно,
h1 и h2 – толщина бетона и стали соответственно, 
Z0 – расстояние от слоя стыковки до исходной по-
верхности:

(7)
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Рис. 2. Расположение нейтральной поверхности 
трубы

Соотношения между деформациями и пере-
мещениями полубезмоментной теории имеют 
вид:

(8)

Преобразуя уравнение движения в усилиях 
(2), используя соотношения полубезмоментной 
теории оболочек, получаем в линеаризирован-
ном виде уравнение в перемещениях:
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(9)

где u, v, w – перемещения в продольном, окруж-
ном и радиальном направлениях, отнесенных к 
радиусу, соответственно,

 – коэффициент неоднородности, 

где  – приведенный модуль 

упругости оболочки на изгиб, 
E0 – приведенный модуль упругости оболочки 
при растяжении/сжатии,

   –  параметр относительной 

толщины оболочки,

h = h1 + h2 – суммарная высота неоднородной 
оболочки, 
ν – коэффициент Пуассона материала оболочки 
[11].

В уравнении (9) имеются четыре неизвестные 
функции координат и времени t: u, v, w и . При-
нимаем шарнирный тип закрепления оболочки в 
виде:

(10)

Остальные составляющие перемещений 
найдем из допущений полубезмоментной тео-
рии. Подставим (10) в (8) и после преобразова-
ния получим полную систему уравнений:

(11)

где   – безразмерный параметр длины, 

где m, n  = 1, 2 – волновые числа в окружном и 
продольном направлениях.

Свободные колебания оболочки являются 
гармоническими:

(12)

где ωmn – круговая частота свободных изгибных 
колебаний оболочки по формам m, n = 1, 2, 3.

Подставив (10) и (11) в (9) и приравняв ко-
эффициенты при одинаковых тригонометриче-
ских функциях cos(mθ) при m = 1, 2, 3…, получа-
ем бесконечную систему однородных линейных 
алгебраических уравнений относительно неиз-
вестных амплитудных значений bm радиальной 
составляющей перемещения w. Коэффициенты 
при неизвестных в этих уравнениях обозначим 
ai, j:

(13)

с условием, что m – 3 > 0.
Коэффициент ai, j определяется выражениями:
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(14)

(15)

где

где F – критическая продольная сила, 
Fэ – Эйлерова сила. 

Используя преобразования, представлен-
ные в работе [11], получим определитель вида:

где

Дальнейшее решение задачи сводится к на-
хождению собственных чисел λ и, как следствие, 
спектра частот свободных колебаний, которые 
зависят от волновых чисел m и n с учетом раз-
личных геометрических и механических характе-
ристик.

Проведем исследование полученных ре-
шений на примере стального газопровода со 
следующими характеристиками: соотношением 
толщины стенки h к радиусу R 1/20 (толщина слоя 
бетона h1 = 20 мм, стали h2 = 14,2 мм) и параметром 
длины L = 10R. Участок подвержен действию па-
раметра продольной сжимающей силы Р от 0 до 
0,185 и упругого основания грунта с коэффициен-
том постели k от 1 (песок свеженасыпанный) до 30 
МН/м3 (грунты средней плотности, песок уплот-
ненный) и коэффициентами α1 = 0,25, α2 = 0,25. 
Модуль упругости материала стальной трубы 
Eст = 2∙105 МПа, бетонной рубашки Eб = 3∙104 МПа. 
Результаты расчетов для первых трех наиболее 
важных гармоник сведены в таблицу и представ-
лены в виде графиков на рисунках 3–7. Следует 
отметить, что расчет выполняется в технической 
частоте в Гц, для перехода от круговой частоты 
1/с необходимо частоту поделить на 2π. Наи-
меньшая частота для случая шарнирного закре-
пления реализуется при значениях волновых чи-
сел m = 2 и n = 1, что соответствует оболочечной 
форме колебаний.

Таблица
Зависимость частот свободных колебаний ω0 (Гц) от различных значений параметра

продольной сжимающей силы Р и упругого отпора грунта

h/R = 1/20; p0 = 3,0 (МПа); L/R = 10; k = 1 МН/м3; n = 1

P = F/Fe 0 0,05 0,10 0,125 0,15 0,18 0,2

ω11 190,95 186,12 181,16 178,63 176,06 172,93 170,81

ω21 109,03 94,05 76,18 65,44 52,54 30,59 0

ω31 245,84 238,75 231,45 227,71 223,90 219,25 216,10

h/R = 1/20; p0 = 3,0 (МПа); L/R = 10; k = 5 МН/м3; n = 1

P = F/Fe 0 0,05 0,10 0,125 0,15 0,18 0,2

ω11 191,41 186,60 181,65 179,13 176,57 173,45 171,34

ω21 110,39 95,63 78,12 67,69 55,32 35,15 4,34

ω31 246,53 239,46 232,18 228,45 224,66 220,02 216,88

Окончание таблицы на с. 53

СТРОИТЕЛЬСТВО / CONSTRUCTIONСТРОИТЕЛЬСТВО / CONSTRUCTIONСТРОИТЕЛЬСТВО / CONSTRUCTION
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h/R = 1/20;  p0 =3,0 (МПа); L/R = 10; k = 10 МН/м3; n = 1

P = F/Fe 0 0,05 0,10 0,125 0,15 0,18 0,2

ω11 192,00 187,20 182,27 179,75 177,20 174,09 171,99

ω21 112,07 97,57 80,48 70,40 58,61 40,13 19,83

ω31 247,39 240,34 233,09 229,37 225,60 220,98 217,85

h/R=1/20;  p0 = 3,0 (МПа); L/R = 10; k = 20 МН/м3; n = 1

P = F/Fe 0 0,05 0,10 0,125 0,15 0,18 0,2

ω11 193,16 188,39 183,50 181,00 178,47 175,38 173,29

ω21 115,37 101,33 85,01 75,53 64,69 48,57 33,80

ω31 249,09 242,10 234,89 231,21 227,46 222,89 219,78

h/R=1/20; p0 = 3,0 (МПа); L/R = 10; k = 30 МН/м3; n = 1

P = F/Fe 0 0,05 0,10 0,125 0,15 0,18 0,2

ω11 194,32 189,58 184,71 182,23 179,72 176,65 174,58

ω21 118,57 104,96 89,31 80,34 70,24 55,75 43,50

ω31 250,78 243,84 236,69 233,03 229,32 224,78 221,70

Продолжение таблицы

Рис. 3. Зависимость минимальных частот свободных колебаний ω21 (Гц) от параметра продольной 
сжимающей силы Р при значениях упругого отпора грунта k= 1 МН/м3

Рис. 4. Зависимость минимальных частот свободных колебаний ω21 (Гц) от параметра продольной 
сжимающей силы Р при значениях упругого отпора грунта k = 5 МН/м3

ω21

ω
ω
ω

ω21

ω
ω
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Рис. 5. Зависимость минимальных частот свободных колебаний ω21 (Гц) от параметра продольной 
сжимающей силы Р при значениях упругого отпора грунта k = 10 МН/м3

Рис. 6. Зависимость минимальных частот свободных колебаний ω21 (Гц) от параметра продольной 
сжимающей силы Р при значениях упругого отпора грунта k = 20 МН/м3

Рис. 7. Зависимость минимальных частот свободных колебаний ω21 (Гц) от параметра продольной 
сжимающей силы Р при значениях упругого отпора грунта k = 30 МН/м3

Выводы
Получено и исследовано выражение по опре-

делению квадрата частоты свободных колебаний 
ωmn магистрального трубопровода ЗУБ-композит, 

представляющего собой двухслойную оболочку 
(слой металла и слой железобетона), в котором од-
новременно учтено влияние внутреннего рабоче-
го давления, параметра продольной сжимающей 

ωmn

ω
ω
ω

ω21

ω
ω
ω

ω21

ω
ω
ω
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силы, упругого основания грунта, геометрических 
характеристик, а также инерционных сил в про-
дольном, окружном и радиальном направлениях. 
Анализ полученных значений показал следующее:
1. Как и в ранее полученных результатах, ми-

нимальные частоты реализуются при ω21, что 
соответствует оболочечным формам колеба-
ний, сопровождающихся образованием двух 
полуволн в окружном направлении и одной 
полуволны в продольном направлении.

2. В результате увеличения значений коэф-
фициента постели грунта частоты увеличи-
ваются по причине увеличения жесткости 
самого трубопровода за счет окружающего 
грунта, например, при P = 0 и при k = 1 МН/м3 
минимальная частота ω21 = 109,03 Гц, а при 
k = 30 МН/м3 минимальная частота ω21 = 
118,57, рост составляет 8 %. В случае, если 
при P = 0,15 и k = 1 МН/м3 минимальная часто-
та ω21 = 52,54 Гц, а при k = 30 МН/м3 минималь-
ная частота ω21 = 70,24, рост составляет 25 %. 
Такое изменение частоты объясняется тем, что 
при увеличении значений параметра продоль-
ной сжимающей силы трубопровод является 
более жестким, и грунт препятствует овализа-

ции (сплющиванию) поперечного сечения.
3. Тенденция увеличения частот тесно связана 

со значениями параметра продольной сжи-
мающей силы, например, при k = 1 МН/м3 
и увеличении значений параметра про-
дольной силы Р от 0 до 0,2 падение частот 
составляет 100 %, что приводит к потере ста-
тической устойчивости, а при k = 30 МН/м3 
падение составляет 63 %, что также под-
тверждает гипотезу о том, что грунт препят-
ствует деформации поперечного сечения и 
увеличивает жесткость самого трубопровода.
Полученные в работе решения позволяют 

определить частоты свободных колебаний и 
произвести отстройку линейной части трубопро-
вода от резонанса. Это может быть произведено 
на стадии проектирования трубопровода или во 
время замены выходящего из строя устаревшего 
оборудования и замены его на новое высокопро-
изводительное. Новые решения позволят учесть 
совместное влияние внутреннего рабочего дав-
ления, параметра продольной сжимающей силы, 
упругого основания грунта, а также инерцион-
ных составляющих сил в продольном, окружном 
и радиальном направлениях. 
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