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Аннотация. В настоящее время существует вы-
сокая потребность в определении кратчайших 
расстояний для формирования маршрутов пе-
ревозок грузов и пассажиров. Одним из самых 
действенных способов определения маршрутов 
минимальной длины являются методы поиска 
кратчайших расстояний в графе. В статье рас-
смотрены алгоритмы поиска кратчайших рас-
стояний, а также другие методы, основанные на 
принципах их действия. Проведен сравнитель-
ный анализ с целью выявления достоинств и не-
достатков при использовании данных методов в 
задачах маршрутизации.

Abstract. Currently, there is a high need to 
determine the shortest distances to form freight 
and passenger transportation routes. One of 
the most effective ways to determine routes of 
minimum length are methods of finding the 
shortest distances in a graph. The article discusses 
algorithms for finding shortest distances, as well 
as other methods based on the principles of their 
operation. It was conducted a comparative analysis 
to identify the advantages and disadvantages of 
using these methods in routing tasks.
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Введение
В настоящее время теория графов приме-

няется в различных областях науки. Граф – это 
фигура из вершин, соединенных между собой 
дугами (ребрами). Графом можно представить 
транспортную сеть дорог на картах, маршруты 
движения городского транспорта, схемы авиа-
линий, иерархии объектов, связи людей в обще-
стве, файлы системы компьютера и даже структу-
ру молекулы. 

Теория графов включает следующие задачи 
[1, 2]:
• о кратчайшем пути;
• на построение минимального дерева пути;
• о максимальном потоке в сети;
• о раскраске графа.

Однако задача о нахождении кратчайшего пути 
является одной из наиболее распространенных, 
поскольку находит применение в разнообразных 
сферах жизни. Ее решение можно осуществлять с 
помощью ЭВМ или вручную, используя математи-
ческий аппарат. К эффективным методам поиска 
кратчайших расстояний относятся: 
• алгоритм Дейкстры;
• алгоритм Беллмана – Форда;
• динамический метод;
• метод «метлы»;
• метод потенциалов [3, 4]. 

Объект и методы исследования 
Объектом исследования являются существу-

ющие методы определения кратчайших расстоя-
ний пути в графе.

В исследовании использовался системный 
подход, методы системного и статистического 
анализа при обобщении статистических данных 
научных трудов исследователей, опубликованных 
в периодических изданиях в Интернете, а также 
методы графической и табличной визуализации 
данных [5]. Выбор оптимального маршрута осно-
вывался на критерии минимальных расстояний.

Экспериментальная часть 
Исходные данные. Пусть задан граф, пред-

ставленный на рис. 1. В таблице 1 дана матрица 
весов дуг, соединяющих вершины графа. Необ-
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Рис. 1. Ориентированный граф

Таблица 1
Матрица весов

1 2 3 4 5 6 7

1 0 5 ∞ 6 ∞ ∞ ∞
2 ∞ 0 10 5 4 ∞ ∞
3 ∞ ∞ 0 11 ∞ ∞ ∞
4 ∞ ∞ ∞ 0 5 4 6

5 ∞ ∞ ∞ ∞ 0 8 9

6 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 0 7

7 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 0

ходимо определить кратчайшие расстояния от 
вершины 1 до всех оставшихся вершин, постро-
ить маршрут от вершины 1 до самой удаленной 
вершины 7.

Поиск кратчайшего пути в графе с помощью 
алгоритма Дейкстры

Алгоритм позволяет находить кратчайшие 
расстояния от одной вершины до всех других 
при условии, что в графе нет ребер отрицатель-
ной длины. 

Порядок вычислений алгоритма Дейкстры 
заключается в следующем. Пусть вес начальной 
вершины равен нулю, тогда вес остальных вер-
шин равен бесконечно большому числу, напри-
мер, ∞. На первом шаге вычисления начальная 
вершина объявляется текущей. Строка текущей 
вершины вычеркивается. Для вершины 1 из гра-
фа на рис. 1 определяют соседние вершины. В 
нашем случае – вершины 2 и 4. Вторым шагом 
находим вес выбранных вершин как сумму веса 
текущей вершины и веса дуги между текущей 
и проверяемой вершинами. Среди получен-
ных значений весов выбирается минимальное. 
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№ 
шага 
вычис-
лений

Массив
L  

Потенциалы вершин Массив 
L11 2 3 4 5 6 7

0 0 0  ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 1

1 1 0 5 ∞ 6 ∞ ∞ ∞ 2, 4

2 2, 4 0 5 15 6 9 10 12 3, 5, 6, 7

3 3, 5, 6, 7 0 5 15 6 9 10 12 0

В примере это вес вершины 2, равный 5. Поэтому 
вершина 2 принимается текущей, ее записыва-
ют во второй столбец первой строки, в скобках 
указывая расстояние от начальной вершины до 
текущей. Строка вершины 2 вычеркивается. За-
тем повторяем второй шаг столько раз, сколько 
вершин в графе. Каждое новое вычисленное зна-
чение веса для проверяемых вершин сравнива-
ется со старым значением. Если новое значение 
меньше старого, то вес вершины изменяется на 
новый, иначе – остается неизменным [4].

Результаты расчетов кратчайших расстояний 
от вершины 1 до всех остальных вершин для за-
данного графа на рис. 1 представлены в таблице 2. 
Кратчайшим маршрутом из вершины 1 в верши-
ну 7 является 1 – 4 – 7. Его длина равна 12.

Поиск кратчайшего пути в графе с помощью 
алгоритма Беллмана – Форда 

В отличие от алгоритма Дейкстры, алгоритм 
Беллмана – Форда дает возможность расчета 
кратчайших расстояний в графах как с положи-
тельной, так и с отрицательной длиной. Един-
ственным условием осуществления алгоритма 
является отсутствие циклов с отрицательным ве-
сом, достижимых из начальной вершины.

Структура алгоритма Беллмана – Форда за-
ключается в следующем. Первым шагом началь-
ной вершине (в примере – вершина 1) присваива-
ется потенциал, равный нулю . Потенциалы 
остальных вершин равны бесконечно большому 
числу , где n – число вершин в рас-
сматриваемом графе. 

Таблица 2
Результаты расчетов кратчайших расстояний с помощью алгоритма Дейкстры

№ вер-
шины

Текущая вершина

1 2 (5) 4 (6) 5 (9) 6 (10) 7 (12) 3 (15)

1 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––

2 5 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––

3 ∞ 15 15 15 15 15 –––

4 6 6 –––––––––––––––––––––––––––––––

5 ∞ 9 9 ––––––––––––––––––––––––

6 ∞ ∞ 10 10 –––––––––––––––––

7 ∞ ∞ 12 12 12 ––––––––––

Таблица 3
Результаты расчетов кратчайших расстояний по алгоритму Беллмана – Форда

ТРАНСПОРТ /  TRANSPORT
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Вторым шагом определяем соседние вер-
шины. В нашем примере для вершины 1 сосед-
ними являются вершины 2 и 4. Для каждой со-
седней вершины определяем потенциал как 
сумму потенциала начальной вершины и дли-
ны дуги, соединяющей проверяемую и сосед-
нюю вершины при условии, что сумма должна 
быть меньше потенциала проверяемой верши-
ны. Например, для вершины 2 потенциал равен 

. Полученное значение 
заносится в таблицу 3. В столбец массива L1 за-
носятся номера вершин, расстояние до которых 
определяется на данном шаге. Третьим шагом 
проверяем, выполняется ли условие L1 ≠ 0. Если 
неравенство выполняется, L = L1, осуществляем 
переход к шагу 2. Алгоритм считается завершен-
ным при отсутствии изменений потенциалов 
вершин [4]. Результаты расчетов для заданного 
графа на рис. 1 представлены в таблице 3.

Восстановим кратчайший путь из самой уда-
ленной вершины 7 в вершину 1. Последователь-
но находим кратчайший путь: вершина 7: i = 4; 
вершина 4: i = 1. Кратчайший путь 1 – 4 – 7 пред-
ставлен на рис. 2. Длина маршрута равна 12.
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Рис. 2. Кратчайший путь из вершины 1
до самой удаленной вершины 7

Поиск кратчайшего пути в графе с помощью 
метода динамического программирования

Поиск кратчайших расстояний методом ди-
намического программирования представляет 
собой решение с помощью функционального 
уравнения Беллмана [6]:

где fi – функция, которая определяет минималь-
ную длину из начальной вершины в вершину i;
Sij – длина пути между вершинами i и j;
fj– минимальная длина пути между вершиной j и 
начальной вершиной.

Сложность определения кратчайших рассто-
яний зависит от того, ориентированный граф или 
нет. Граф, представленный на рис. 1, ориентиро-
ванный. Рассчитаем путь наименьшей длины из 
вершины 1 в вершину 7:

Длина кратчайшего пути составляет 12. Для 
выбора оптимальной траектории осуществляют 
просмотр функций   в обратном порядке: 1 – 4 – 7.

Поиск кратчайшего пути в графе с помощью 
метода «метлы»

Решение задачи о нахождении кратчайшего 
расстояния с помощью метода «метлы» основа-
но на построении однотипных таблиц. 

Алгоритм работы метода следующий. Пер-
вым шагом выбирается начальная вершина. До 
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нее расстояние равно «0» и заносится во второй 
столбец напротив вершины 1 (таблица 4). До всех 
оставшихся вершин расстояние равно бесконеч-
но большому числу «М». Вторым шагом опреде-
ляем длину пути до соседних вершин. Если но-
вое значение расстояния от начальной вершины 
до проверяемой меньше старого значения, то в 
таблицу вносится найденное число, иначе рас-
стояние не изменяется. Напротив проверенной 
вершины ставят знак проверки «+», выбирают 
следующую вершину. Решение повторяется до 
тех пор, пока не будут проверены все оставшие-
ся вершины [6].

Определим кратчайшие расстояния для за-
данного графа с помощью данного метода. Ре-
зультаты расчета представлены в таблице 4. 
Кратчайший маршрут 1 – 4 – 7 из вершины 1 в 
вершину 7 равен 12.

Таблица 4
Результаты расчетов кратчайших

расстояний методом «метлы»

Наименование
вершины

Расстоя-
ние

Знак
провер-

ки

Смеж-
ные вер-

шины

1 0 + –

2 5 + – 

3 15 + – 

4 6 + – 

5 9 + – 

6 10 + – 

7 12 + – 

Поиск кратчайшего пути в графе с помощью 
метода потенциалов

Суть метода заключается в следующем. Про-
извольно выбранной вершине назначается ну-
левой потенциал, называемый началом отсчета. 
Затем определяют соседние с выбранной верши-
ны и находят их потенциалы по формуле:

Uj = Ui + Li j,

где Li j – длина звена (i – j), т. е. расстояние между 
вершинами i и j.

Из всех полученных потенциалов выбирает-
ся наименьший, и его значение присваивается 

текущей проверяемой вершине. Расчет ведется 
до тех пор, пока не будут найдены потенциалы 
всех вершин графа [7].

Рассчитаем с помощью данного метода 
кратчайшие расстояния от вершины 1 до всех 
остальных. 

Кратчайшие расстояния по результатам рас-
четов занесем в таблицу 5.

Маршрут от вершины 1 до вершины с макси-
мальным номером 7: 1 – 4 – 7. Длина пути – 12.

ТРАНСПОРТ /  TRANSPORT



85Архитектура, строительство, транспорт 

Таблица 5
Результаты расчетов кратчайших
расстояний методом потенциалов

1 2 3 4 5 6 7

1 0 5 15 6 9 10 12

2 ∞ 0 10 5 4 ∞ ∞

3 ∞ ∞ 0 11 ∞ ∞ ∞

4 ∞ ∞ ∞ 0 5 4 6

5 ∞ ∞ ∞ ∞ 0 8 9

6 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 0 7

7 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 0

Проведем сравнительный анализ представ-
ленных методов вычисления кратчайших путей в 
графе с помощью сравнительной таблицы 6.

Обсуждение 
Интерес к проблеме нахождения кратчай-

ших расстояний объясняется тем, что эта задача 
является одним из этапов решения большинства 
проблем, связанных с грузоперевозками. В то 
же время при решении задач, связанных с опти-
мизацией грузовых перевозок, необходимо не-
сколько раз определять кратчайшие расстояния 

Таблица 6
Сравнительная таблица методов определения кратчайших расстояний в графе

Название
метода

Кол-во
начальных 

вершин

Работа с
отрицательными 

ребрами

Реше-
ние с по-
мощью
таблиц

Решение 
с помощью 
программ-
ного кода

Применение в сфере:

Алгоритм
Дейкстры 1 нет да да программирования

и маршрутизации

Алгоритм
Беллмана –
Форда

1 да нет да

программирования и маршру-
тизации. Работа с отрицатель-
ными ребрами позволяет
использовать метод с крите-
рием минимальная стоимость
(максимальная выгода)

Динамический
метод 1 да нет нет маршрутизации, например,

для географических карт

Метод «метлы» 1 да (без отрицатель-
ных циклов) да нет маршрутизации перевозок

Метод
потенциалов 1 нет нет нет маршрутизации перевозок

между вершинами графа, поэтому скорость ал-
горитмов определения кратчайших расстояний 
между вершинами графа во многом зависит от 
времени решения всей задачи в целом [1–3, 5, 
8–11].

Выводы
Проведенные исследования позволили сде-

лать следующие выводы:
• алгоритм Дейкстры находит применение 

только при отсутствии отрицательных ребер 
и может применяться как при программиро-
вании, так и при маршрутизации перевозок;

• алгоритм Беллмана – Форда может использо-
ваться в задачах с критерием минимального 
расстояния, но и с критерием минимальной 
стоимости или критерием максимальной вы-
годы;

• метод динамического программирования 
зависит от направленности графа. Если граф 
неориентированный, то решение поиска ми-
нимальных расстояний затрудняется;

• метод «метлы» основан на принципе постро-
ения однотипных таблиц и имеет понятное 
решение;

• решение метода потенциалов располагает 
вершины в порядке увеличения их удален-
ности от начальной вершины.
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