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Аннотация. Технологическое обеспечение тре-
буемых показателей качества поверхностного 
слоя деталей тел вращения из металлических 
материалов при чистовой и финишной механи-
ческой обработке требует правильного назна-
чения технологических режимов. При чистовой 
токарной обработке на формирование шеро-
ховатости поверхности существенное (а часто 
и решающее) воздействие оказывают колеба-
тельные процессы. Необходимо выбирать такие 
значения технологических режимов, которые 
обеспечивают приемлемый уровень вибраций 
(предварительно данную задачу целесообразно 
решать на основе моделирования). Разработка 
математической модели выполнялась на основа-
нии определения деформаций токарного резца 
под воздействием сил резания. Для определения 
амплитуд колебаний резца использовался инте-
грал Мора, определение амплитудно-частотных 
характеристик производилось с использовани-
ем интеграла Дюамеля. Определение сил реза-
ния осуществлялось с учетом формы и характера 

Abstract. For technological guarantee of the 
required quality indicators of the surface layer of 
metallic rotation body parts at finishing machining 
needs the correct assignment of technological 
modes. During finishing turning, vibrational 
processes have a significant (and often decisive) 
effect on the formation of surface roughness. It is 
necessary to choose such values of technological 
modes, which provide an acceptable level of 
vibration (previously it is advisable to solve this 
problem by modelling). Mathematical model was 
carried out based on the determination of the 
turning tool deformations under the influence of 
cutting forces. To determine the amplitudes of the 
cutter oscillations, the Mohr integral was used, 
and the amplitude-frequency characteristics were 
determined using the Duhamel integral. Cutting 
forces were determined taking into account the 
shape and nature of chip formation, the value of 
technological modes and processing conditions. 
As the material to be machined, the authors 
considered the cast iron with a layer hardened by 
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стружкообразования, величины технологиче-
ских режимов и условий обработки. В качестве 
обрабатываемого материала рассматривался чу-
гун с упроченным посредством диффузионного 
легирования слоем. Определение исходных дан-
ных для построения модели проводилось непо-
средственно при обработке на токарном станке 
и с помощью дальнейших измерений параме-
тров стружки. В качестве режущих инструментов 
использовались стандартные резцы с механиче-
ским креплением пластин. Оценка результатов 
моделирования показала высокую сходимость с 
результатами экспериментальных исследований: 
погрешность по амплитуде 8.5 %, по частоте ко-
лебаний – 12.3 %; в целом погрешность не превы-
сила 15 %. Таким образом, разработанная модель 
может быть использована для предварительной 
оценки вибраций на стадии проектирования тех-
нологических операций токарной обработки.

diffusion alloying. Determination of input data for 
model was carried out directly during machining 
on the lathe and with the help of measurements of 
chip parameters. As cutting tools, we used standard 
cutters with mechanically fastened plates. The 
evaluation of the modelling results showed high 
convergence with the experimental results: the 
error in amplitude was 8.5 percent, in oscillation 
frequency - 12.3 percent; in general, the error did 
not exceed 15 percent. Thus, the developed model 
can be used for preliminary vibration assessment at 
the design stage of turning operations.
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1. Введение
 Основной целью чистовой и финишной об-

работки деталей в машиностроении является 
обеспечение требуемых показателей точности и 
качества поверхностного слоя деталей. Учитывая, 
что при механической обработке в современном 
машиностроительном производстве преимуще-
ственно используется метод получения требуе-
мой точности, основанный на предварительной 
настройке станка, остро стоит вопрос об опре-
делении таких значений технологических режи-
мов, которые обеспечивают заданные выходные 
параметры в автоматическом режиме. Одним из 

указанных выше выходных параметров являет-
ся шероховатость поверхности. В промышлен-
ной практике решение задачи технологического 
обеспечения требуемой шероховатости поверх-
ности обычно базируется на результатах пред-
варительных исследований. Наиболее полные 
исследования в данном аспекте были проведены 
научной школой под руководством профессора 
А. Г. Суслова [1]. Однако при обработке материа-
лов со свойствами, отличающимися от стандарт-
ных, возникает проблема назначения режимов, 
так как использование традиционных методик не 
совсем уместно. В данной ситуации необходимо 
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иметь представление о механизме формирова-
ния микропрофиля. Изучению данного вопроса 
посвящены работы научных школ под руковод-
ством В. Ф. Безъязычного [2], В. Л. Заковоротного 
[3], а также зарубежных исследователей Y. Altintas 
[4], T. Özel [5], S. Kalpakjian [6] и др. При этом уста-
новлено, что формирование профиля шерохова-
тости поверхности происходит под воздействием 
как детерминированных факторов, так и случай-
ных процессов. Исследование особенностей фор-
мирования производилось в работах А. Г. Суслова 
[7], В. Ф. Безъязычного [8], М. М. Радкевича [9], а 
также G. Saindane [10], M. Sortino [11] и др. Данные 
исследования показывают, что шероховатость об-
работанных поверхностей – это сложный объект, 
который формируется под влиянием большого 
количества факторов. Часть из этих факторов но-
сит систематический, а часть – случайный харак-
тер. Причем важные результаты были получены в 
работах авторов [12, 13], а также в трудах научных 
школ И. В. Дунина-Барковского [14] и Н. М. Бо-
бровского [15], которые показывают, что при чи-
стовой обработке материалов на основе лезвий-
ной обработки решающий вклад в формирование 
текстуры профиля шероховатости поверхности 
вносят вибрации. Таким образом, исследование 
вибраций при токарной обработке дает возмож-
ность предварительной оценки условий, обе-
спечивающих гарантированное формирование 
требуемых параметров качества поверхностного 
слоя, что особенно актуально при проектирова-
нии операций обработки материалов с неизучен-
ными аспектами в части обрабатываемости.    

Цель настоящего исследования: разработка 
математической модели, которая дает возмож-
ность прогнозировать вибрационные процессы 
при токарной обработке материалов с обратным 
распределением твердости. Для достижения по-
ставленной цели необходимо решить следующие 
задачи:
• выбрать математический аппарат для реали-

зации заявленной модели;
• определить зависимости для вычисления 

входных параметров модели;
• провести экспериментальную проверку ре-

зультатов. 

2. Материалы и методы
В данной работе моделирование колеба-

тельных процессов при обработке материалов с 
обратным распределением твердости произво-
дилось на основе определения амплитудно-ча-
стотных характеристик с использованием инте-
грала Дюамеля [16]. Расчетная схема приведена 
на рис. 1.

Рис. 1. Расчетная схема модели колебательных 
процессов при токарной обработке материалов

с обратным распределением твердости
Fig. 1. Calculation scheme of the model of oscillatory 

processes in turning of materials with inverse hardness 
distribution

(1)

(2)

где F – действующая сила (в нашем случае сила 
резания); 
L – величина, характеризующая расположение 
опор резца (индексы соответствуют 1 и 2 точке 
опоры); 
x – текущее положение точки расчета; 
xm – точка приложения действующего усилия; 
R – опорные реакции. 

Зная значения внутренних силовых факто-
ров (изгибающих моментов), можем определить 
значение деформации консольного участка рез-

 Для того чтобы определить амплитудные зна-
чения перемещений вершины резца, необходимо 
вычислить изгибающие моменты по следующим 
формулам [17]:
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ца (соответствующего вершине) на основании 
вычисления интеграла Отто Мора [17]:

(3)

где E – модуль продольной упругости материала 
державки резца, МПа; 
J – момент инерции державки, мм4; 
d – размер поперечного сечения державки, мм.

Зная величину деформаций, имеем возмож-
ность определить расчетным методом жесткость 
державки резца k и коэффициент приведения 
массы kПР [17]:

(4)

(5)

где ρ – плотность материала державки резца, 
кг/мм3; 
А – амплитуда собственных колебаний резца в 
расчетном сечении; 
d – размер поперечного сечения державки, мм.

После вычисления параметров по формулам 
(4) и (5) можно определить амплитуду A и частоту 
собственных колебаний ω для резца при токар-
ной обработке [17]:

(6)

(7)

где u0 – начальное положение расчетного сече-
ния, мм; 
v0 – начальная скорость, мм/с; 
h – коэффициент затухания колебаний. 

Учет того, что колебания являются затухающи-
ми, производится посредством коэффициента h. 

В разрабатываемой модели необходимо 
учесть тот факт, что при обработке материалов 

с обратным распределением твердости обра-
зуется элементная стружка, что в свою очередь 
порождает периодический характер действия 
возмущающей силы. Это обстоятельство можно 
учесть посредством использования интеграла 
Дюамеля для вычисления внешней нагрузки на 
резец [17]:

(8)

где τ – временная задержка, с; 
t – параметр времени, с; 
e – экспоненциальная функция. 

В выражении (8) переменная F соответствует 
силе резания. Для нашего случая удобнее всего 
использовать теоретические зависимости для 
определения усилия резания, которые были по-
лучены в работах Ю. А. Розенберга [18], так как 
данный подход позволяет учитывать влияние 
на характер стружкообразования усилия реза-
ния посредством коэффициента усадки стружки 
ζ. Выражение для определения силы резания с 
учетом коэффициента усадки стружки имеет вид 
[18]:

(9)

где S – продольная подача, мм/об;
t – глубина резания, мм; 

 – удельная сила на передней по-
верхности резца;
τ – действующее касательное напряжение, МПа;

    –   суммарная
  

длина контакта стружки с поверхностью инстру-
мента, мм;
φ – главный угол в плане инструмента;

 – удельная сила 
на задней поверхности резца, Н/мм;
ρ – радиус закругления режущей кромки; 
μ1 – коэффициент трения в зоне контакта струж-
ки и резца, мм; 
hz – износ инструмента по задней поверхности, мм.
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Величина коэффициента трения зависит от 
свойств материала заготовки и может быть опре-
делена по следующей расчетной зависимости 
[18]:

(10)

где σT – предел текучести обрабатываемого мате-
риала, МПа; 
σb – предел прочности обрабатываемого матери-
ала, МПа.

Значения касательных напряжений также за-
висят от пластических свойств обрабатываемого 
материала [18]: 

(11)

где δ – относительное удлинение. 
Частота изменения силы резания может быть 

определена по следующей расчетной зависимо-
сти [18]:

(12)

где r – радиус закругления вершины резца; 
γ – главный угол в плане; 
V – скорость резания, м/мин.

Аналогичным образом определяются и дру-
гие составляющие силы резания.

Экспериментальные исследования прово-
дились на токарном станке марки 16К20. Был ис-
пользован токарный инструмент со сменными 
многогранными пластинами. Сечение державки 
резца 25 × 25 мм. Назначение режимов резания 
производилось на основе использования извест-
ных технологических рекомендаций [18]. В каче-
стве обрабатываемого материала использовал-
ся пруток из серого чугуна марки СЧ20 по ГОСТ 
1412-851. На поверхности образцов из серого 

3 ГОСТ 1412-85. Чугун с пластинчатым графитом для отливок. Марки = Flake graphite iron for castings. Grades : межгосударственный 
стандарт : утвержден постановлением Государственного комитета СССР по стандартам от 24 сентября 1985 г. № 3009 : дата введе-
ния 1987-01-01. – Текст : электронный // Электронный фонд правовых и нормативно-технических документов : сайт. – URL: https://
docs.cntd.ru/document/1200008656?ysclid=lxeec50hoi105250333 (дата обращения: 13.03.2024).

чугуна был сформирован упрочненный слой по-
средством термодиффузионного поверхностно-
го легирования нагревом в контакте со смесью 
оксидом молибдена и хрома. После насыщения 
поверхности легирующими элементами образцы 
подвергались закалке.

Также производилась регистрация и запись 
виброакустического сигнала с использованием 
датчика-акселерометра и регистрирующей ап-
паратуры Zetlab [19]. Записанный сигнал подвер-
гался обработке: строилась огибающая сигнала 
и затем определялась амплитуда перемещений 
резца с целью провести верификацию значений 
амплитуды и частоты колебаний, которые полу-
чены опытным путем.

3. Результаты и обсуждение
На рис. 2 приведен пример расчета ампли-

туды вершины резца при затухающих колеба-
ниях, который был получен с использованием 
математической модели на основе вычисления 
характеристик по формулам (1)–(9). Переменная 
u обозначает положение расчетной точки, N – но-
мер расчетной точки. Входные данные: толщина 
упрочненного слоя 3 мм, толщина ферритной 
каймы 0.5 мм, глубина резания 0.75 мм, скорость 
резания 180 м/мин, подача 0.1 мм/об.

Рис. 2. Пример расчета амплитуды вершины
при затухающих колебаниях

Fig. 2. Example of calculating the peak amplitude
for damped oscillations
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На рис. 3 приведен пример спектра записан-
ного вибросигнала для этих же условий, а на рис. 
4 – график амплитуд перемещений резца (полу-
ченный экспериментально), который был полу-
чен после обработки экспериментальных данных.

Сравнение полученных результатов теоре-
тического моделирования и экспериментальных 
исследований, которые приведены на рис. 2–4, 
показало погрешность по амплитуде 8.5 %, по 
частоте колебаний 12.3 %. В целом погрешности 

Рис. 3. Спектр вибросигнала
Fig. 3. Vibration signal spectrum

Рис. 4. График амплитуд вершины резца, полученный 
экспериментально

Fig. 4. Experimental graph of cutter apex amplitudes

не превышали 15 %, что удовлетворительно при 
решении задачи предварительной оценки коле-
бательных процессов.

Следует отметить, что достоинством разра-
ботанной модели является то, что она учитывает 
все основные технологические факторы, оказы-
вающие значимое влияние в том числе на шеро-
ховатость обработанных поверхностей:
• технологические режимы (глубину, скорость 

резания, подачу);
• геометрию режущего инструмента (главный 

угол в плане, передний угол, радиус при вер-
шине резца, радиус закругления режущей 
кромки);

• характер стружкообразования (величину 
усадки);

• условия контакта стружки и режущего ин-
струмента (длину контакта по передней и 
задней поверхности инструмента, коэффи-
циент трения);

• износ режущего инструмента;
• физико-механические свойства обрабатыва-

емого материала.
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4. Заключение
Проведенные исследования позволили сде-

лать ряд выводов:
1. В качестве методологического аппарата для 

моделирования колебательных процессов 
при токарной обработке материалов с об-
ратным распределением твердости целесо-
образно использовать решение уравнений 
на основе интегралов Мора.

2. Значения усилий резания целесообразно 
определять с использованием теоретиче-
ских зависимостей, периодический харак-
тер изменения силы резания, связанный с 
условиями образования стружки, возможно 
учесть при помощи интеграла Дюамеля.

3. Погрешность, полученная на основе срав-
нения полученных результатов теоретиче-

ского моделирования и экспериментальных 
исследований (рис. 2–4), составила 8.5 % по 
амплитуде и 12.3 % по частоте колебаний. В 
целом погрешность моделирования не пре-
высила 15 %, что удовлетворительно при 
решении задачи предварительной оценки 
колебательных процессов. 
В перспективе авторы планируют выявить 

закономерности между входными параметра-
ми модели (усадка стружки и т. д.) и технологи-
ческими режимами, учитывая, что имеет место 
обратное распределение твердости в упрочен-
ном слое, а также провести эксперименталь-
ные исследования по выявлению зависимости 
фаски износа от условий обработки примени-
тельно к рассматриваемому обрабатываемому 
материалу.
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