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Аннотация. В теории оптимального проектиро-
вания рассматриваются задачи, в которых надо 
определить условия работы конструкций, вну-
тренние свойства их материала, формы и раз-
меры, которые принимают максимальные или 
минимальные значения выбранной характери-
стики конструкции. 
В данной работе рассматриваются конструкции, 
образованные из пространственно-волокнистых 
композитов. Приводятся три этапа оптимиза-
ции. Выбираются целевая функция, управляю-
щая функция и ограничения. Рассматривается 
несколько вариантов граничных условий. Полу-
чено дифференциальное уравнение колебаний 
ортотропной пластины в перемещениях.

Abstract. In the theory of optimal design, problems 
are considered in which it is necessary to determine 
the working conditions of structures, the internal 
properties of the material of structures, shapes and 
sizes that take the maximum or minimum values of 
the selected design characteristic. 
This paper deals with structures formed from spatial 
fiber composites. Three stages of optimization 
are given. The target function, control function, 
and limitations are selected. Several options for 
boundary conditions are considered. The differential 
equation of vibrations of an orthotropic plate in 
displacements is obtained.
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Введение
При проектировании механических кон-

струкций необходимо учитывать не только 
большое количество различного рода ограни-
чений (к основным можно отнести ограничения 
на прочность, жесткость, виброустойчивость), 
но и назначение используемой конструкции. 
В зависимости от этого определяется целевая 
функция, которая обуславливает качество про-
ектирования [1].

Наиболее часто применяемой функцией 
является общая стоимость изготовления кон-
струкции, включающая затраты на материал. 

В теории оптимального проектирования рас-
сматриваются задачи, в которых надо опреде-
лить условия работы, внутренние свойства мате-
риала конструкций, формы и размеры, которые 
принимают максимальные или минимальные 
значения выбранной характеристики конструк-
ции. Теорию оптимального проектирования 
отличает широкое разнообразие постановок 
задач. Это объясняется тем, что и уравнения, 
определяющие нагружение и деформирование 
конструкции, и требования, предъявляемые к ее 
механическим характеристикам, существенно 
отличаются при рассмотрении различных типов 
конструкции (балок, колонн, пластин, оболочек), 
реологических свойств (упругости, пластичности, 
ползучести), внешних воздействий (поверхност-
ных и объемных сил, статических и динамических 
нагрузок, тепловых воздействий), видов управля-
ющих переменных (формы конструкции, распре-
деления физических свойств по конструкции), 
предположения о степени полноты информации 
о виде внешних воздействий и способах закре-
пления конструкции. Точность модели и исход-
ных данных также влияет на постановку задач.

На постановку задач оптимального проек-
тирования оказывают существенное влияние: 
выбор моделей управляющих функций, функци-
оналов, определенных на функциях состояния 
(фазовые переменные) и управляющих, выбор 
одного функционала, подлежащего оптимиза-
ции, и системы ограничений, накладываемых на 
управляющие переменные, функции состояния и 
рассматриваемые функционалы [2].

Рассматриваются конструкции, образован-
ные из пространственно-волокнистых компо-
зитов. Конструктивными элементами простран-
ственной системы являются стержни, пластинки, 
оболочки. Каждый отдельный элемент харак-
теризуется приведенными (эквивалентными) 
жесткостями: мембранными, изгибными, кру-
тильными, смешанными. На конструкцию дей-
ствуют статические, распределенные и сосредо-
точенные нагрузки.

Объект и методы исследования
В данной статье исходными данными являют-

ся: композитная пластина, габаритные размеры, 
акустическая нагрузка. Композиционная пласти-
на заменяется на однородную, анизотропную, с 
переменной жесткостью пластину и эквивалент-
ную по прочности, динамическим параметрам. 
Процесс оптимизации производится в три этапа 
(рис. 1).

На первом этапе выбирается целевая функ-
ция, задается управляющая функция и накла-
дываются ограничения. В качестве целевой 
функции принят минимум веса пластины – 
Рmin = (a, b, h, Y). Функция веса зависит от геоме-
трических характеристик и структуры материа-
ла. Задача оптимизации заключается в отыскании 
управляющей функции, доставляющей минимум 
веса и удовлетворяющей ограничениям.

Управляющей функцией принимается приве-
денная цилиндрическая жесткость – Dупр = Do (x, y),  
входящая в дифференциальное уравнение коле-
баний и управляющая частотой колебаний.

Ограничениями являются:
•  условие усталостной прочности;
•  исключение резонансной частоты;
•  габаритные размеры пластины.

На втором этапе определяется приведенная 
цилиндрическая жесткость для волокнистого 
композитного материала Do = (Ei, vi, h) и управля-
ющая функция для цилиндрической жесткости –

Для определения приведенной цилиндри-
ческой жесткости из пластины выделяется эле-
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мент. Рассматривается цилиндрический изгиб 
выделенного элемента и составляется условие 
равновесия его по аналогии с изотропной пла-
стиной, из которого получаем приведенную ци-
линдрическую жесткость. Управляющая функция 
позволяет от сложной системы перейти к одно-
родной при условии, что они будут эквивалентны 
по прочности и динамическим параметрам. Для 
определения управляющей функции Fупр= f (x, y) 
нам требуется рассчитать изгибающие моменты. 

Для этого рассматриваем задачу жестко защем-
ленной (шарнирно опертой), равномерно нагру-
женной прямоугольной пластинки. 

На третьем этапе составляется и решается 
дифференциальное уравнение колебаний ани-
зотропной пластины. Затем производится про-
верка ограничений. 

Если ограничения выполняются, то процесс 
оптимизации заканчивается, а если не выполня-
ются, то мы возвращаемся ко второму этапу.

Рис. 1. Этапы оптимизации

СТРОИТЕЛЬСТВО
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Результаты
Рассмотрим основные уравнения теории 

упругости анизотропного [3] (в частности ор-
тотропного) тела, находящегося под действием 
каких-либо сил, вызывающих деформацию ма-
териала. Поместим тело в декартовую систему 
координат [4]. Перемещения, которые получит 
каждая точка М, принадлежащая телу, запишутся:

                             

Деформированное состояние сплошного тела 
в окрестности точки М характеризуется шестью 
составляющими деформациями, которые связа-
ны с перемещениями ux  , uy  , uz:

(2) 

Для тела, находящегося в равновесии, диффе-
ренциальные уравнения равновесия в коорди-
натах X, Y, Z имеют вид: [4]

(3) 

где Рх = Рх(х, у, z), Py = Py(x, y, z), Рz = Pz(x, y, z) – про-
екция объемной силы, отнесенной к единице 
объема, на направления, соответственно, х, у, z. 
Подставив в правые части уравнений (3) инерци-
онные члены:

(4) 

(1) 

где ρ – плотность материала, t – время, получим 
дифференциальные уравнения движения сплош-
ной среды в декартовой системе координат х, у, z.

При малых деформациях считается справед-
ливым обобщенный закон Гука [5, 6]. Для од-
нородного упругого тела его можно записать 
следующим образом:

Проинтегрировав каждое из уравнений рав-
новесия (3) при отсутствии объемных сил по z 
в пределах от z = –l/2h до z = l/2h и далее умно-
жив первые два уравнения системы (3) и про-
интегрировав результат по z в тех же пределах, 
получим пять дифференциальных уравнений 
равновесия пластинки, написанных относитель-
но восьми внутренних усилий Mx , My , H, Tx , Ty , S, 
Nx , Ny:

(8) 

(9) 

(10) 

(6) 

(7) 

При получении уравнений (6)–(10) были ис-
пользованы и условия на поверхности.

Как известно [7, 8], однородные граничные 
условия в случае трехмерной задачи теории тол-
стой плиты в условиях некоторой идеализации 
закрепления края данного конструктивного эле-
мента (в частности, шарнирного опирания или 
жесткой заделки [9]), реально осуществляемого 

(5) 
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на практике, условно формируются следующим 
образом:
а) свободный край:

б) шарнирно опертый край:

(11) 

(12) 

 или

 в) жестко заделанный край:

(13) 

Наряду с однородными граничными условия-
ми могут быть и неоднородные граничные усло-
вия. Для примера рассмотрим три варианта не-
однородных граничных условий [10]:
а) загруженный край:

(14) 

где – усилия, приложенные к рас-
сматриваемому краю; в частном случае некото-
рые из них могут быть равны нулю;
б) шарнирно опертый край, загруженный силами 
и моментами:

(15) 

в) смещенный край:

(16) 

где w* – заданное нормальное перемещение 
края, u 

+, u 
–, v 

+, v 
–  – заданные тангенциальные пе-

ремещения края, соответствующие z = ± z0.
Рассмотрим дифференциальное уравнение 

колебаний ортотропной пластины. Выделим ста-
тическую сторону пластины переменной толщи-
ны из ортотропного материала, находящегося 
под действием статической нагрузки, нормаль-
ной к середине плоскости.

Выделим из пластины элемент с размерами 
dx, dy и толщиной h. Действующие погонные уси-
лия и моменты связаны с напряжениями следую-
щими соотношениями.

Перерезывающие силы и касательные напря-
жения:

(17) 

Изгибающие моменты и нормальные напря-
жения:

(18) 

Крутящие моменты: 

(19) 

Для жесткой пластины при действии только 
нагрузки q, нормальной к срединной поверх-
ности, можно получить следующие уравнения 
равновесия:

(20) 

(21) 

СТРОИТЕЛЬСТВО
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Исключая Qx , Qy и учитывая, что Mxy = Myx  , полу-
чаем одно уравнение:

(22) 

(23) 

 Внутренние усилия в ортотропной пластине 
выражаются через перемещения и упругие по-
стоянные:

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

 Для ортотропной пластины с учетом зависи-
мостей (24)–(28) получаем дифференциальное 
уравнение колебаний в перемещениях:

(29) 

где D1 и D2 – изгибные жесткости по главным на-
правлениям; D3 – крутильная жесткость; данные 
величины определяются по формулам:

(30) 

Вывод
Представленные дифференциальные уравне-

ния позволяют решать, в отличие от существу-
ющих моделей, задачи изгиба анизотропных 
пластин при одновременном учете влияния ко-
лебаний на напряженно-деформированное со-
стояние конструкции. Тот факт, что дифферен-
циальные уравнения имеют высокий порядок, 
позволяет учитывать сложные и разнообразные 
кинематические и статические условия закре-
пления слоев оболочки. 
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